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Rappeluni
SiWER alors 7 T.

L

projuit M Thre proj orthogonale :
telle ge Im(Projw)= W

Ker(proju) =wh
YEW

et Fye" on a y
= projuly) + z ara zWt
- F écriture uniquY

et VwEW-g] on a lly-y11 < 119-wll
8
cad i est le vector de W

8 3
qui est le plus proche dey

En effet , soit weW-(y] (
=

projucy,écrivons astuce
d

y-w = yay + y - w donc y-
zwt zW

et Jeu
sont ortlogonaux.



↓The
de Pythagore

Hy -wi = Ily- -(P + 1y -wi
~ b or>O

Ily-wll Ily-11
~

lin-will to

Ily-wll > lly-y11
.

& 6 .7 Méthode des mondres carrés

[important)
Problème 6 .7 .

1 :

Si At MuxnIM) , be RM

on sait si Ax =b posside une solution

(40 bEim(A) = col(A))

mais qu'en est-il si Ab faceu?
(i . e bE ImIAl , système incompatible)



Edie : Chercher (2(s] R

teks)que As-b soit aussi "Petit"

ge possible. Plus predsément
on cherche à minimiser la nome de Ac-b

cad on cherche les 2 ta UA-b11 minimal

Déf 6 .
7

.2 : On dit ge c est

une pseudo-solution de As =b

ou solution an sens des moin des carrés de Axb

si VER" on a

*

11 -b11 /Ax-bll
~

EIm(A) tIm(A)

* dit que
la distance de A à b

est la plus petite possible entre
les recteurs de Im(A) et b.



Idie 6 .7
.3 : comment trouver le(s) *2 ?

donc Ax =b incompatible

donc on projette
ortlegondementMme b sur W = Im(A)

Im(A)

Prenons W = Im (A) = Col (A)

et posons 5 = proju1b) E Im(A)
et l'on a 115-b11 [11Ax-b11 EtR

Comme Je Im (A)
,
il existe

au mains un st He t -q A =b

et 5 est le vect de [m(1) le plus
proche deb .

On déduit ge

e est solution
au sens des E As

=
5

=projmandes cares
c Ax = b



But : Trouver tous les s grace a
f

Thre 6 .
7 .

4 /Equation nomate & Kimportant)mindres carrês

At Mmen() , bERM . Alors

L'ensemble des solutions au sens des nonces carrés

deAx=b
est égal à

S = GER / AA = ATbY
& l'équation

normalede de Azz=b

M

supp ,
x sol. au sens des mandes D

de Ax =b

cad A = 5 = projincab)
t ↓

on a geb-5E ImIA) = Col(A)

donc si aj est we colonne de A on aura

aj · (b -b) = 0
*produit scalatre



et donc a (b-b) = 0

↑
produit matrice-llgre x matrice

colonne

et les l'igres de AT sont les clones de t

donc AT(b -5) = 0

=> ATb =
AT or b = Ar

donc ATb = ATA

cad sé t S . (fin dino 6
.
7 .4)

.

Df 6 .
7 .
5 : On appel écart quadratige

La distance 11 A-b11

=15 -b11

EX 6. 7 .
6

A = (4b = ( (b



Thm-Recette 6 .
7

.
4 :

AA = (1)/
Ab = (0* )() =)

Ab
résolvons 8(17)()(
↳

Binversible B= (i)
= â =B (S ) = (2) .

↑

(long) calculs
On awe unige solution an sens des L

---

car B = ATA est inversible

mais ce n'est pas tjrs le cas-



écort quactatige : Il t-b11 =

#Lei) (2) - (i)11 = 11 ()- Il
= Il() Il = 4 =2

: 6 .

6

& en effet il part y avoir une infinité
de solutions au sens des <T,

#6.7 .
7 j A =(*) b = (2)

F

A A est we projection
oblige

- (m) b = () de Lecteur i
- = 15 AA

.

2-

>

i KIm()= Vecte)
S =GA/As=5) ↑ Ker(A) =Vectd[-i)}

=/Ac = lot]E

=> (8)+ 1 (3) (Xti3
-

Eker(A) = ens. des sol syst As=o



- 0
.
7.8 :

A= b=
Recette : bIm(A)

AA-Ab =(
résoudre ATA =Ab : (2) =(
S = <(2) + +(1) ( +em]

Solution
patialèr de AFATA

ex Série 12 : solutionI de Syst
Ma per LAlker(ATA).) Amogère

#As = O

d Ker(AA)



Thm 6 .7 .
9 : Soit At Man (R)

T

conditions equivalentes :

1) FbetR" lequation Ax =b

possède une unige solution an sens
des moindres carrés

2) les colonies de A sont fin . Indépendantes
& Lad A est injective)

3) ATA est inversible (NB : ATAE Munies
carée

.

Si 1
,
2 ,
3 sont vraies

,
alors

1
-1 Eq .

normale

x = (ATA) Alb lATA =Ab)
est l'unique solution an sens .

des D

A ,BEMR)

CATAS" *A- Att ·BtenLar A n'est pas
forcément carrée .



56 .

8 Application(s) à des modèles
linéaires

Droite de regression linéaire /importants

Discussion 6 .8 . 1 : Donné : un "huage" de points
dans R2

(34 ,%1) .
. . -

> (xn ,Yn]A
yy -----

--- #xj
Yz--- ..

&
*

Y

-- gYx in----
Yz

But :
-

as d ba by bey Trouver

une droite

A d'equation
&

Fixons a
,
b pour l'instant .

y=ax +b
qui soit le

Y: = la valeur observer en x;
plus près possible
----

des points

axi +b = la valeur prédiste
(ai

,Yi)

(par la dite as +b)
↑ i = y : - (axib) = le iène réside/écart .



Def 6 .8 .
2 : On appelle drite des mandres M

ou droite de régression

/des points ( ,yi) i =1
....,n)

la choite d'equation y= ax +b

qui minimise 2/la somme des is
des résiders

i= 1

les Coeff . a et b s'appellent
-les Coeff- de regression lireare

Construction 6 .
8 .
3

Valeur prédite Val observée

ax
,
+b Y /

" i

astb
I

Yn

si les (
,yi) sont sur y = ax +b

alors le système tircale suivant
est compatible:



(In F Lecteur
~ dobservation

* Y
points
aligrès # A(b) = y est compatible
sur astb

(6.8
.3)

Si les pointsre sont pas aligrés

on cherche (5) tq 11A(b)-y/l
soit minimale .

as +b

· 1/ (asint) - 1) casi
2

+ - - - + (axy+b -yn)
*

=net... tr



Prop 6
.
8

. 4 Calculer las solution(s)

de A(b)= y au sens. des mandres D

équivant à trouver la droite de régression
y =ax +b

Ex 6
.8

.5 : Trouverde régression du mage
dratz

(2
, 1) , 15 ,27 ,

(7
,3), 18 ,3)

n = (3) - = ()1

81

1 ) on risord A(b) =y
an sens des D

grâce à l'eq.
nomale :

AA(b) = Ay
calculs ATA

=/ & Ay = (5)-

ex Tinerolle



(69) = /2225
= o (2)
-)=

y = Ex +- 5x- 14y+ 4=0

Modèle linéaire général 6 .

8
.
6

Approximer un nuage de points
par un polynôme de degré d2 1

Con a fairt d=1)

ex avec d=2 : on derde y = artbota
qui approxime au mieux
L nuage .



Recette :

w 2

Poser A= 1e y=)I " " i I
3 an 1

nx3

↑

) pi Po
et on derche à résoudre A() =y
au sens des mändes D

Exi .. ( )() = (2)
longscalals
w) : = 1) .

ATAx =Ay ty/4

y =- + Ex -378
.7 .


